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1. Hypotheses de modélisation des SLCI
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1. Hypotheses de modélisation des SLCI
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1. Hypotheses de modélisation des SLCI

SLCI = Systéme Linéaire Continu Invariant
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1. Hypotheses de modélisation des SLCI

SLCI =|Systéme|Linéaire Continu Invariant

e(t s(t
/ Systeme = bloc\

Cause = entrée Conséquence = sortie
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1. Hypotheses de modélisation des SLCI

SLCI = Systéme| Linéaire |Continu Invariant

e(t)

Systeme

s(t _> k.e(t)

Systeme

ks(t)

Proportionnalité
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1. Hypotheses de modélisation des SLCI

SLCI = Systéme| Linéaire |Continu Invariant

J_let Systeme s(t

e(t) Systeme 51(Y)

e,(t) Systeme

Proportionnalité

el(t)+ez(t)
—»lSysteme
S, (t) Su perpositio

:> k-e(t), Systeme

ks(t)

s1(t)+s,(t)
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1. Hypotheses de modélisation des SLCI

SLCI = Systéme| Linéaire |Continu Invariant

Is(t) |
Pente = gain

du systeme
> e(t)
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1. Hypotheses de modélisation des SLCI

SLCI = Systéme| Linéaire |Continu Invariant

A

s(t) e(t)

\ # s(t)
- - e(t) :

Courbe sortie fonction de I'entrée * courbe sortie

>

fonction du temps qui, elle, est tres souvent non-lin€aire.
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1. Hypotheses de modélisation des SLCI

SLCI = Systéme| Linéaire |Continu Invariant

Aucun systeme n’est parfaitement linéaire. La
caracteristigue entrée sortie comporte toujours des
non linéarités

45(1) 45(t) 45(1) 7s(t)
Smaxi
e(t) e e(t) e(t) e(t)
> > : > -+ >
Courbure Seuil Saturation  Hystéreésis
Exemple : saturation Exemple : frottement Exemple : butée Exemple : jeux
amplificateur mécanique mécaniques
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1. Hypotheses de modélisation des SLCI

SLCI = Systéme| Linéaire |Continu Invariant

Notion de linéarisation autour d’'un point de
As(t) fonctionnement

Approximation linéaire

.

«+®<«—L Point de fonctionnement

oo \ étudié
Zone d’approximation linéaire
e(t
e(t)
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1. Hypotheses de modélisation des SLCI

nvariant

SLCI = Systéme Linéairel Continu

Continu - signal analogique
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1. Hypotheses de modélisation des SLCI

nvariant

SLCI = Systéme Linéairel Continu

Continu - signal analogique
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1. Hypotheses de modélisation des SLCI

SLCI = Systéme Linéaire Continu

Invariant

Invariant — « le systeme ne vielllit pas »

i i
entrée entrée
sortie sortie

t t
> >
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2. Les principaux modeles comportementaux
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2. Les principaux modeles comportementaux
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2. Les principaux modeles comportementaux

Modeles comportementaux des systemes les + simples

Systeme modéelisable par un gain pur.

s(t) = K.e(t)

Allongement Ressort

Force
—

Vitesse
d’entée

Réducteur

K : gain du systeme

Vitesse

_>‘
de sortie

Angle

|
)

Potentiomeétre

Tension
—>
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2. Les principaux modeles comportementaux

Modeles comportementaux des systemes les + simples

Systeme modéelisable par un gain pur.

s(t) = K.e(t) K: gain du systéme

Angle L Tension
——p]Potentiometre |——»
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2. Les principaux modeles comportementaux

Modeles comportementaux des systemes les + simples

Systeme modelisable par un 1¢" ordre.

. ds(t) -s(t) = K.e(t) K : gain statique du systeme.
e T : constante de temps.

e(t)

Modele

28




2. Les principaux modeles comportementaux

Modeles comportementaux des systemes les + simples

Systéme modélisable par un 2¢me ordre.

1 dzs(t)+ 2 ds(t)

. +s(t) =K.e(t
o, dt’ ®, dt ¥ ¥

K est le gain statique du systeme.

z est le coefficient d’'amortissement (z>0).

wo est la pulsation propre non amortie du systeme
(wo >0).
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2. Les principaux modeles comportementaux

SII - F.MATHURIN

Modeles de comportement des systemes les + simples

Systéme modélisable par un 2¢me ordre.

F(t)

f x(t)

Réel : Systeme d’amortissement d’un Modeéle : Schéma de modélisation du
quad systeme masse-ressort-amortisseur
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3. Modele comportemental général des SLCI
et démarche de résolution de I'équation
différentielle
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1. Hypotheses de modélisation des SLCI
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3. Modele de comportement des SLCI et Tl
démarche de résolution de I’équa. Diff. |.T.o

Chaque bloc possede un modele comportemental

Chalne directe
| > Perturbation

Consigne
Sortie

Entrée Ecart
Mi f Amplificat : s(t
e(t) ise en forme ' g(t) plificateur] |, . . Systeme (t)
du signal ‘ ou correcteur dynamique

Capteur
e ———

Chaine de retour
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3. Modeéele de comportement des SLCI et
démarche de résolution de I'équa. Diff.

Chaque bloc possede un modele comportemental

Chalne directe

SII - F.MATHURIN

Perturbation
Consigne | >
Entrée Sortie
s(t)

e(t)

Mise en forme Amplificateur , Systeme
: Actionneur _
du signal ou correcteur dynamique
r

. |
Gain pur <

Chaine de retour
Systeme du 1¢r ordre
Systéme du 2¢me ordre
Autre modele ...
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3. Modeéele de comportement des SLCI et
démarche de résolution de I'équa. Diff.

Chaque bloc possede un modele comportemental

Consigne
Entrée
e(t)

. |
Gain pur <

Chalne directe
| > Perturbation

Sortie

Mise en forme Amplificateur , Systéme s(t)
. Actionneur _
du signal ou correcteur dynamique

Chaine de retour

Systeme du 1¢r ordre ‘
Systeme du 2°™¢ ordre  Gain pur
Autre modele ... Systéme du 1¢" ordre

Systéme du 2¢me ordre
Autre modele ...
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3. Modele de comportement des SLCI et
démarche de résolution de I'équa. Diff.

Chaque bloc possede un modele comportemental

Chalne directe
| > Perturbation

Consigne
Entrée
e(t)

Sortie

Mise en forme Amplificateur , Systéme s(t)
. Actionneur _
du signal ou correcteur dynamique
’ Capteur
. |
Gain pur <

Chaine de retour

Systeme du 1¢r ordre ‘
Systéme du 2°m¢ ordre  Gain pur Etc ...
Autre modele ... Systéme du 1¢ ordre

Systéme du 2¢me ordre
Autre modele ...
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3. Modeéele de comportement des SLCI et Tl
démarche de résolution de I'équa. Diff. .7

Chaine directe

Perturbation

Consigne
Entrée
e(t)

e(t)

Chaine de retour

d" e(t)
ne +...+b,. t
dtn dtm 0 e( )
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3. Modele de comportement des SLCI et
démarche de résolution de I'équa. Diff.

—> d"s(t) _ d" e(t) >
e(t) a,. e +...+3a,.5(t)=b,,. e +...+b,.e(t) s(t)
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3. Modele de comportement des SLCI et
démarche de résolution de I'équa. Diff.

- dns(t)+...+a0.s(t)=bm.dme(t)+ +by. e(t) e

e(t) Todt” dt™ s(t)

u(t)
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3. Modele de comportement des SLCI et
démarche de résolution de I'équa. Diff.

- dns(t)+...+a0.s(t)=bm.dme(t)+ +by. e(t) e

e(t) " odt" dat™ s(t)
u(t) 4
?
e
0 | >
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3. Modeéele de comportement des SLCI et
démarche de résolution de I'équa. Diff. |.T.

Meéthode de résolution «classique »

Equation s,(t) réponse
différentielle qui caractérise
—> sans 2" | lerégime
membre transitoire T
Equation différentielle Solution
avec 2" membre avec S(t) = 5(t) + s, (t)
s(t) et e(t)

S,(t) réponse T

Equation | I qui caractérise ||
particuliere le régime

permanent
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3. Modeéele de comportement des SLCI et el
démarche de résolution de I'équa. Diff.

Chaque bloc possede un modele de comportement

—» dns(t)Jr...+ao.s(t)=|0m-dme(t)Jr +bge(t) [

e(t) " dt” dt™ s(t)

J

)\

Méthode de résolution «classique » A
u(t) Equation s1(t) réponse
différentielle qui caractérise
sans 2™ | lerégime S t)
membre transitoire
v
Equatigdn différentielle Solution
avec 2" membre avec s(t) = s4(t) + s, (t)
s(t) et e(t)
_ s,(t) réponse ’
— Equation | I qui caractérise .
particuliere le régime
O t permanent O t
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3. Modeéele de comportement des SLCI et
démarche de résolution de I'équa. Diff.

Limites de I'utilisation de I’équation différentielle :

Ne permet pas de modifier simplement une
modéelisation d'un composant

Difficile d'obtenir la réeponse du systeme pour une
entrée quelconque.
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3. Modeéele de comportement des SLCI et
démarche de résolution de I'équa. Diff.

Meéthode de résoluticl)n en automatique

Domaine temporel en t

Equation différentielle
avec 2" membre avec
e(t) et s(t)

Transformée de Laplace

Transformée inverse

Solution s(t)

: Domaine de Laplace en p

S|

]

A N i
i\ AN

SII - F.MATHURIN

Equation polynomiale

en p - E(p), S(p) et
Fonction de Transfert

Manipulations

algébriques )

A4

Solution S(p)
décomposée en
éléments simples

44




Consigne
Entrée
e(t)

3. Modeéele de comportement des SLCI et
démarche de résolution de I'équa. Diff.

Chalne directe

I
Amplificateur , Systeme
Actionneur _
ou correcteur dynamique

Mise en forme
du signal

Perturbation

Capteur
e ———

Chaine de retour

Sortie
s(t)
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3. Modele de comportement des SLCI et
démarche de résolution de I'équa. Diff.

Chalne directe

Consigne | >

Entrée Ecart
e(t) Mise en forme ' g(t) JAmplificateur Actionneur Systéme
du signal ‘ ou correcteur dynamique

|
Chaipg de retour

On applique la transformée de Laplace sur chaque
equation différentielle de chacun des blocs

Perturbation

Sortie
s(t)
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3. Modele de comportement des SLCI et
démarche de résolution de I'équa. Diff.

Chaine directe

Consigne | >

Entrée Ecart
e(t) Mise en forme ' g(t) JAmplificateur Actionneur Systéme
du signal ‘ ou correcteur dynamique

|
Chaipg de retour

t

On applique la transformée de Laplace sur chaque
equation différentielle de chacun des blocs

}

équation polynomiale de I'ensemble du systeme

Perturbation

Sortie
s(t)
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3. Modéle de comportement des SLCI et
démarche de résolution de I'équa. Diff.

Méthode de résoluticlan en automatique

Domaine temporel en t : Domaine de Laplace en p
I
Equation différentielle 1 |Equation polynomiale
avec 2" membre avec en p - E(p), S(p) et

e(t) et s(t) Fonction de Transfert

Transformée de Laplace Manipulations

Transformée inverse

|
|
|
| algébriques:>
|
|
|
I

Solution S(p)
Solution s(t) 4—1+—| décomposée en
éléments simples

équation
polynomiale
de l'ensemble
du systeme
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3. Modele de comportement des SLCI et
démarche de résolution de I'équa. Diff. |.T.o

Méthode de résoluti(I)n en automatique

Domaine temporel en t

Equation différentielle
avec 2" membre avec
e(t) et s(t)

Transformée de Laplace

Transformée inverse

Solution s(t)

Calculs sur les polynbmes pour determiner
la réponse s(t) du systeme a 'entrée e(t)

: Domaine de Laplace en p

Equation polynomiale

en p - E(p), S(p) et
Fonction de Transfert

Manipulations

algébriques:> '

Solution
OMposée en
éléments simples

équation
polynomiale
de l'ensemble
du systeme
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4. Calcul symbolique - Transformée de
Laplace et transformeée inverse
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4. Calcul symbolique - Transformeée de
Laplace et transformée inverse

Meéthode de résoluticlnn en automatique

Domaine temporel en t : Domaine de Laplace en p

Equation différentielle Equation polynomiale
avec 2" membre avec ——+ | enp - E(p), S(p) et
e(t) et s(t) Fonction de Transfert

Manipulations

algébriques >

v

Transformée de Laplace

Transformée inverse

Solution S(p)
Solution s(t) 4—1—| décomposée en
éléments simples




4. Calcul symbolique - Transformeée de
Laplace et transformée inverse

4.1. Définition de la transformée de Laplace

La transformée de Laplace de la fonction f(t), telle
que f(t)=0 pour t<0 est :

¢ (f(t)) = F(p) = f(t).et.dt

ou p est une variable complexe.
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4. Calcul symbolique - Transformée de
Laplace et transformée inverse

4.1. Définition de la transformée de Laplace

La transformée de Laplace de la fonction f(t), telle
que f(t)=0 pour t<0 est :

¢ (f(t)) = F(p) = f(t).et.dt

ou p est une variable complexe.

| . .
\\Q// Notation avec des majuscules :

| ety Ep). sty > s(p), Ct) &> C(p)

~
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4. Calcul symbolique - Transformée de
Laplace et transformée inverse

4.1. Définition de la transformée de Laplace

La transformée de Laplace de la fonction f(t), telle
que f(t)=0 pour t<0 est :

¢ (f(t)) = F(p) = f(t).et.dt

ou p est une variable complexe.

| . .
\\Q// Notation avec des majuscules :

e(t) £ E(p), st) > S(p), C(t) & C(p)

~ ~

—

Exemple : Transformee de Laplace de 'echelon unitaire
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4. Calcul symbolique - Transformée de
Laplace et transformée inverse

4.2. Transformées de Laplace de fonctions usuelles

f(t) avec f(t)=0 pour t<0 Fp) f(t) avec f(t)=0 pour t<0 F(p)
5(t) ] t.uft) =
impulsion de Dirac fonction rampe pz
1 n!
> -
e u(t) - t"e ™ u(t) i e
p+a (p +a)
] p
sinfeot).u(t) eI cos(mt).u(t) I
€ p+a
e ¥ sin(ot).u(t) b ioP o2 e cos(mt).u(t) AP o
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4. Calcul symbolique - Transformeée de
Laplace et transformée inverse

4.3. Propriétés essentielles

Conditions de Heaviside : f(0")=0,f'(0")=0,f"(0")=0,...
— conditions initiales nulles

56




4. Calcul symbolique - Transformeée de
Laplace et transformée inverse

4.3. Propriétés essentielles

Conditions de Heaviside : f(0")=0,f'(0")=0,f"(0")=0,...
— conditions initiales nulles

Unicité :

A une fonction f(t) correspond une fonction F(p) unique,

A une fonction F(p) correspond une fonction f(t) unique.
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4. Calcul symbolique - Transformée de
Laplace et transformée inverse

4.3. Propriétés essentielles

Conditions de Heaviside : f(0")=0,f'(0")=0,f"(0")=0,...

— conditions initiales nulles

Unicité :
A une fonction f(t) correspond une fonction F(p) unique,
A une fonction F(p) correspond une fonction f(t) unique.

Linéarité :
L (x,(1)) = X,(p), L(X,(t)) = X,(p), A et B deux ctes

L(A.X, (1) + B.x,(1)) = A. L(x,(t)) + B. L(x,(1)) = A.X,(p) + B. X,(p)
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4. Calcul symbolique - Transformeée de
Laplace et transformée inverse

4.3. Proprietés essentielles : Transformée de la dérivée

Pour la dérivée premiére : £ (dif(t)jzp.F(p)—f(Oﬂ
t
b -y | df ) b d
our la dérivée seconde : £ | —f(t) |=p®.F(p)—p.f(0")——

f(0"
dt’ dt( )
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4. Calcul symbolique - Transformeée de
Laplace et transformée inverse

4.3. Proprietés essentielles : Transformée de la dérivée

Dériver par rapport a t dans le domaine temporel revient a
multiplier par p dans le domaine symbolique dans les
conditions de Heaviside: d"

—Sxp"
dt" :

2
Exemple : transformation de I’'équation différentielle a, %ﬁt) +3a, dz—it) +agx(t)=0
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4. Calcul symbolique - Transformeée de
Laplace et transformée inverse

4.3. Proprietés essentielles : Transformée de l'integrale

Dans les conditions de Heaviside, integrer dans le domaine
temporel revient a diviser par p dans le domaine symbolique :

1
[ ===
P

Exemple : Passage d'une vitesse a une position (intégrateur)
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4. Calcul symbolique - Transformée de
Laplace et transformée inverse

Application : exercice 1 TD 04

62




4. Calcul symbolique - Transformeée de
Laplace et transformée inverse

Meéthode de résoluticlnn en automatique

Domaine temporel en t : Domaine de Laplace en p

Equation différentielle Equation polynomiale
avec 2" membre avec ——+ | enp - E(p), S(p) et

e(t) et s(t) ﬁ Fonction de Transfert

Transformée de Laplace Manipulations

Transformée inverse

algébriques

' Solution S(p)
Solution s(t) 4—1—| décomposée en
éléments simples
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4. Calcul symbolique - Transformée de
Laplace et transformée inverse

Exemple

Chaine directe

rtie

. Perturbation
Consigne
Entrée Ecart So
e(t) Mise en forme €(t)] Amplificateur An Systéme s(t)
du signal ou correcteur Actionneur- dynamique

T Capteur

Chaine de retour

Domaine de Laplace en p

=3 | F(p)=— P2
(p+5)(p+10)
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4. Calcul symbolique - Transformée de

Exemple

Laplace et transformée inverse

Domaine de Laplace en p

SII - F.MATHURIN

p+2
(p+5)(p+10)

F(p) =

Manipulations
algébriques

Solution S(p)
décomposée en
éléments simples
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4. Calcul symbolique - Transformée de

Exemple

Laplace et transformée inverse

Domaine de Laplace en p

p+2
(p+5)(p+10)

F(p) =

Manipulations
algébriques
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4. Calcul symbolique - Transformeée de
Laplace et transformée inverse

Exemple

f(t) avec f(t)=0 pour t<0 Fp) f(t) avec f(t)=0 pour t<0 F(p)
3(t) 1 t.uft) K
impulsion de Dirac fonction rampe p’
u(t) 1 n!
g t"u(t
échelon unitaire p u(t) e
at 1 n.-at n!
ernult tle™ult T
(® p+a (® ©+a)™
; 0 P
sin(ot).u(t) g cos(mt).u(t) = g
® p+a
L il -at ;
e sin(ot).u(t) p+a) + e *.cos(wt).u(t) p+a) +aw

Transformée inverse | |
|
l

Solution s(t)

Domaine de Laplace en p

SII - F.MATHURIN

| F(p) =

p+2

(p+5)(p+10)

Manipulations

algébriques >
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4. Calcul symbolique - Transformeée de
Laplace et transformée inverse

Exemple *
Domaine de Laplace en p

p+2
(p+5)(p+10)

| F(p) =

Manipulations

algébriques >
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4. Calcul symbolique - Transformeée de
Laplace et transformée inverse

4.4. Théeoremes pratiques :

eThéoréme de la valeur initiale : l[imf(t) = lim p.F(p)
t—>0 pP—> 0

eThéoréme de la valeur finale : lim f(t) =limp.F(p)
t—> o0 p—0

G(p)=e""".F(p)

e P . opérateur retard




4. Calcul symbolique - Transformée de
Laplace et transformée inverse

Meéthodes de décomposition en éléments simples des
dénominateurs des fonctions F(p) :

e Méthodes de décomposition pour des racines reelles
— Racines simples
— Racines multiples

e Méthodes de décomposition pour des racines complexes
— Racines simples conjuguees
— Racines multiples conjugueées

(Applications dans les exercices de TD)
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5. Représentation des SLCI par fonction de
transfert
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5. Représentation des SLCI par fonction de
transfert

o ]

On appelle fonction de transfert H(p) d'un
systeme la relation dans le domaine symbolique

telle que : S(p)
E(p)

Elle caractérise le comportement intrinseque du
systeme et ne déepend ni de l'entrée, ni de la
sortie.

H(p) =




Cas du gain pur

Equation temporelle : s(t) =K.e(t)

K : gain statique du systeme

e(t) . s(t) E(p) S(p)
—| Gainpur |— — K >
Schéma bloc organique Schéma bloc
Fonction de transfert : H(p) = Yb) =K
a(p)
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Equation temporelle : 1.

Cas du systeme du 1¢€" ordre

ds(t)

e(t)

—»

Systeme du
1" ordre

s(t)

Schéma bloc organique

Fonction de transfert :

+ s(t) =K.e(t)

K : gain statique du systeme
T : constante de temps

E(p) K

—>
1+71p

Schéma bloc

S(p) K

olp)= E(p) 1+ T.p

S(pg
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Cas du systeme du 2¢™e ordre

1 d°s(t) . z ds(t)
> ———+ 2—.
o, dt ®, dt
K : gain statique du systeme.

z . coefficient d’'amortissement (z>0).
wo : pulsation propre non amortie du systeme (w. >0).

Equation temporelle :

+s(t) =K.e(t)

e(t) . |Systéme du| s(t) E(p) S(p)
—» +——
2°Me ordre
Schéma bloc organique Schéma bloc
S(p) _ Keo,”

Fonction de transfert : G(p) = —— : :
E(p) p +2.z0,p+®, 72
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