Cours 32 - Précision des SLCI Lycée Fermat Toulouse - CPGE MPSI/PCSI

L'erreur e(t) est
définie par la
différence entre la
consigne visée en
entrée e(t) et la
valeur de sortie
réelle s(t). Cette
définition de
I'erreur n’a de sens
que si la grandeur
de sortie s(t) et
I’entrée e(t) sont de
méme nature. C'est
toujours le cas pour
un schéma a retour
unitaire.

BY MG S

Précision des SLCI
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Uno | (Concept initial) Uno Il {,on»ﬂpng de commande

I'(\ll
Le scooter Uno Il est un parfait exemple de systeme |:mp“1~,on.( ;éz \

Ecartala
verticale

asservi qui doit étre nécessairement stable pour un bon Vitesse de "'
fonctionnement. L’équilibre du systeme est notamment ) _“’“}‘/' _s..i_‘
obtenu grace a un systéme gyroscopique couplé a un calculateur traitant les Calculateur
informations et transmettant les consignes aux deux moteurs électriques (_odulrmum\!tnl.ll

équipant les deux groupes propulsion. Exemple de systéme asservi
CONCEPT DU SCOOTER AUTOBALANCE

On évalue les performances d’un systeme asservi, modélisé en SLCl, suivant 4 critéres

principaux qui sont la stabilité, la précision, Ia rapidité et rTamortissement. si le
systeme asservi est stable on peut évaluer la rapidité et la précision de celui-ci.

L’'objectif de ce cours est de présenter les éléments intervenant sur la précision des systémes
ainsi que les outils permettant de I’évaluer indépendamment des autres critéres.

1 - DEFINITIONS - PRECISION, ERREUR ET ECART

La précision qualifie I'aptitude du systéme a atteindre la valeur visée. Elle est caractérisée par
I’erreur e,(t) entre la consigne en entrée et la valeur asymptotique effectivement atteinte par la
grandeur de sortie. Si I'erreur est nulle, on dit que le systeme est précis.

A A A S(t)
et =t e(t) = a.tu(t Teti=e(t)s(t)
= a.t. et)=e(t)—s
Tedt)=e(t)-s(t) e.(t)=e(t)=s(t) o0~ o0
s(t) 4o
0 T o T o i

1.1. Ecart et erreur - cas du systéme bouclé a retour unitaire

Dans le cas d’un systeme bouclé I'écart £(t) en £(p)

sortie de comparateur correspond a la différence E(p) Alp) S(p)
entre I'entrée et la sortie soit g(t) = e(t) — s(t) ou

g(p) = E(p) — S(p) dans le domaine de Laplace. f
L'erreur e(t) et I'écart £(t) sont les donc mémes et
s'expriment dans la méme unité que la grandeur de E.(p) = &(p) = E(p) - S(p)
sortie.

1.2. Ecart et erreur - cas du systéme bouclé a retour non unitaire
Si le systéme n’est pas a retour unitaire, il faut modifier le schéma bloc de telle sorte que I'on
puisse faire apparaitre une consigne cons(t) de méme nature que la sortie s(t).
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(1) .
en régime

permanent !!

@ on peut toujours

manipuler et
modifier un schéma

bloc pour se
retrouver dans cette

configuration.
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L'erreur e/(t) correspond alors a la e(p)

E
différence entre cons(t) et s(t): eft) = (p) Ap) S(p)
cons(t) — s(t) ou E.(p) = Cons(p) — S(p) dans
le domaine de Laplace.

L’écart correspond ici a la différence entre
e(t) et m(t) soit g(t) = e(t) — m(t) ou g(p) =
E(p) — M(p) dans le domaine de Laplace
soit :

Modification schéma-bloc

E(p) &(p)
cons(p)] S(p)

&(p) = E(p) — M(p) = K..Cons(p) — K..S(p)
= K.(Cons(p) - S(p)) = K..E(p) m(p) £ K.

On constate donc que dans le cas d’un systéme bouclé a retour non unitaire les valeurs de

I'erreur e(t) et de I'écart g(t) ne sont pas égales. Toutefois ils sont proportionnels et les

considérations qualitatives sur I'évolution de l'erreur peuvent étre obtenues par analyse de

I'écart.

cons(t)—s(t) _ e(t)—s(t) —
cons(t) e(t)

On utilise donc dans ce cas I'erreur relative : e (t) =

1.3. Erreur dynamique et erreur en régime permanent
L’erreur dynamique correspond a I’évolution temporelle de e,(t).
L'erreur en régime permanent est la limite de e((t) lorsque t tend vers l'infini : e, =lime,(t) soit

t—>o

en utilisant le théoréme de la valeur finale : e, =lim e, (t)=limp.E,(p).
t—>w© p—>0

Seule I’erreur en régime permanent est au programme de CPGE !

L'objectif pour obtenir un systeme précis est d'annuler I'erreur en régime permanent ce qui
amene a traiter deux types de problémes :
e [|'entrée varie au cours du temps : minimiser 'erreur e, lorsque I'entrée du systeme varie
c’est résoudre un probleme de poursuite.
e e systeme subit des perturbations : minimiser I'erreur e, malgré I'existence de ces
perturbations c’est résoudre un probléme de régulation.

2 - DETERMINATION DE LA PRECISION(l) EN PROBLEME DE POURSUITE

Pour déterminer la précision pour ce type de e(p
probléeme, on se place dans le cas d’un systéeme E(p) H(p)
bouclé avec un retour unitaire®®. L'erreur e/(t) et

I'écart (t) sont les donc mémes. ?

S(p)

Pour se placer dans le cas général on utilise une fonction de transfert H(p) (qui correspond a la

FTBO du systéme) du type Hp) = ) = I;.(l+b1.p+...+bm.pn7()l :%.N(p)
E(p p”.(I+a,p+...+a,p" %) p” Dlp)

N
systeme, n : ordre du systéme, K : gain statique et Iimﬂ =1).
p~0D(p)

(avec a : classe du

Ep) __ E(p)
1+H(p) 1+FTBO

L’écart g(p) s’exprime : €(p) = E(p) — S(p) = E(p) — H(p).€(p) > &(p)=

L’erreur statique se calcule en utilisant le théoréme de la valeur finale :
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il \ . . 1 . 1
- e, =limp.g(p) = limp.E(p). > le, =limpE(p).—————
E 'l ‘ po0" ) pr0” 2 1+H(p) p—0 14 K N
p” D(p)
2.1. Erreur de position ou erreur statique
1
L’entrée est un échelon e(t) = a.u(t) - E(p) =2 - e, =lim p.i.—é e =2
p o0 p g, K Nip) L
p“ D(p) p”
e Pour un systéeme de classe 0 (a=0) > e, -2
1+K
e Pourunsystemedeclasselou>1(a21) >e =0
2.2. Erreur de trainage ou erreur de vitesse
1 1
L’entrée est une rampe e(t) = a.t.u(t) > E(p) :iz e, =lim p.iz.— > e =2 .
p >0 p? ,, K Np) pq K
p” D(p) p*
e Pourunsystéme de classe 0 (a=0) > e, =+
e Pourunsystemedeclassel (a=1) >e, :E
e Pourunsystéeme de classe 2 (a=2) >e, =0
2.3. Erreur en accélération
. t? a _a 1 a 1
L'entrée est une parabole e(t) =a. —.u(t) > E(p) =— e, =limp..—————~>e =—.——.
2 p oo p* o K Np) p* . K
p” D(p) p*
e Pourunsysteme declasse 0 (a=0) > e, =+
e Pourunsystemedeclassel (a=1) >e, =+o
e Pourunsystéme de classe 2 (a=2) > e, =§
2.4. Bilan sur la précision en régime permanent en probléme de poursuite
FTBO de classe 0 FTBO de classe 1 FTBO de classe 2
(a=0) (a=1) (a=2)
N K N K N(p)
Forme de la FTBO H(p) = K-ﬂ H(p) =—-ﬂ H(p) :_2._p
D(p) p D(p) p~ Dlp)
Erreur de p.05|t|on ou s a e =0 e =0
[ erreur statique 1+K
lfik || Erreur de tt:alnage ou e =tm o _a e =0
erreur de vitesse T K
Au cc,Jncours les Erreur en a
résultats AV Zifl € =+x e =+ e —=
synthétisés dans le accélération K
tableau précédent .o s . ]
peuvent étre 0 intégration : 1 intégration : 2 |‘ntegra‘t |onsl. .
tilisés sans . S L, . L .. systeme tres precis
u Commentaires systeme peu précis | précision acceptable . .
démonstration. |l . -y mais instable —
; mais stable et stabilité moyenne N ore
est donc utile de délicat a stabiliser

connaitre par coeur
ce tableau.
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3) L .
en régime

permanent

e Plus le nombre d’intégrateur est grand, plus la classe du systéeme est importante et plus la
précision est bonne. Si I'erreur n’est pas nulle il est possible d’ajouter a I'aide d’un correcteur
un (ou plusieurs) intégrateur(s) dans I'asservissement (correcteur proportionnel intégral).

e Sil’erreur n’est ni infinie ni nulle, I'erreur sera d’autant plus petite que le gain statique K de la
FTBO sera grand. Il est donc possible d’ajouter dans le systéme un gain pour minimiser
I’erreur (correcteur proportionnel).

(3)

3 - DETERMINATION DE LA PRECISION""' EN PROBLEME DE REGULATION

_ e Ea(p)
Pour déterminer la précision pour ce

type de probleme, on se place dans le

)
cas d’un systéme bouclé avec un retour  E;(p) e(p) G G S(p)
unitaire avec une perturbation placée 1(p) 2(P)
apres la fonction Gy(p). L'erreur e((t) et

|'écart (t) sont les donc mémes. L

La superposition permet d’obtenir la fonction de transfert boucle fermée du systéme multi-
variables :

S(p) = G, (p)-G,(p) E,(p)- G,(p)
1+ G, (p).G, (p) 1+G;(p).G,(p)

Pour se placer dans le cas général on utilise des fonctions de transfert G,(p) et G,(p) écrites sous

E,(p)

. K, N K, Nyo) . . N,
forme canonique : G, (p)= pO:‘Ll Diig et G,(p)= pazz #ﬁg; ou lmﬁzl eto;>0.
) roxorime - e(n) = (o) = __Gi(p)G,(p) G, (p)
L’écart g(p) s’exprime : €(p) = E1(p) — S(p) = E1(p) 1+6,(p) G, o) E,(p)+ 1+6,(0) 6, (0) E,(p)
Soit : g(p) = E,(p)+ G, (p) E, (p)

1+G,(p).G,(p) 1+G,(p).G,(p)
Le terme de I'erreur qui dépend de Ei(p) correspond a I'erreur en poursuite et est étudiée
paragraphe précédent. Le terme de lI'erreur qui dépend de E,(p) correspond a l'erreur en
régulation. On utilise le théoreme de superposition qui permet d’étudier les 2 erreurs
séparément qui seront ensuite sommées (dans le domaine temporel).

L’erreur en régulation se calcule en utilisant le théoréme de la valeur finale avec E;(p) =0 :
K, Ny(p)
p™ D,(p) . K,p™
e om = liIMpE, (p).————.
K1 Nl(p) K2 Nz(p) r(regulation) p%Op Z(p) p(l1+(lz 4 Kl-KZ

er(regulation) = ’I)l_r)rg) pEz (p)

e
p™ Dy(p) p™* D,(p)
Si on considere que la fonction de transfert de la perturbation est du type E,(p) = iq
p
. a K,p*
alors er(regulation) =lim :

p—0 qul .pO‘lJrOtz +K, K,

3.1.Casouoa;+0,=0

P —_ — 0 II P I . 7 . I \ ~ a KZ .
our a; = a, =0, 'erreur en régulation est équivalente a e (.qation) :FM :
. a (L ak
® Sig=1->Eyp)=— (entrée échelon) > e cpation) = ————
p 1+K, K,
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o Si q >1 9 er(regulation) =400
3.2.Casoua;+o,#0
- a K,p™ a _
Pour a; + @, # 0, p™"* est négligeable devant K;.K, 2> e copation = L——.po‘1+1 a

pq_1 . Ky Ky B Ky
(une éventuelle intégration apreés la perturbation n’a pas d’influence sur la précision vis-a-vis de
la perturbation) :
e Sio;>qg-—1(le nombre d'intégrateur avant la perturbation est supérieur ou égal a la
classe de la perturbation) alors I'erreur est nulle : e 0.

r(regulation) =

a
r(regulation) — K_
1

e Siay=q-—1alorsl’erreur statique est non nulle et vaut e

e Sia;<qg-—1(le nombre d’intégrateur avant la perturbation est inférieur a la classe de la

perturbation) alors I'erreur est infinie : e =400,

r(regulation)

Au concours la perturbation modélisée est souvent modélisée par un échelon, par

conséquent :
‘B ’ IH Z A
o s’il n'y a pas d’intégrateur dans la boucle ouverte en amont de la perturbation, la
|:~ || perturbation provoque une erreur en régulation constante et on augmente le gain en
amont de la perturbation pour réduire cette erreur ;

e s'il y a un intégrateur dans la boucle ouverte en amont de la perturbation, I’erreur en
régulation est nulle.

Application sur la chaine de régulation de I'inclinaison du scooter en mode auto-balancé :

a(p)

W(p) =
Modele de comportement

U(p)
. e(p
v (p Corg;;eur Q:‘ %" pour I'asservissement \Il(p)

d’inclinaison H;(p)

A
Us(p) TUV(p) Gyrométre
Ky.p

Pendule +
Gyromeétre K,

A

K,

K
—1 ; Hylp) =——— eta(p) = %o (schelon).
o pi+2p+1 —p°-1

0)2 0‘)2 (,()1

La régulation d’inclinaison du scooter consiste a maintenir I'inclinaison w(t)en régime

Avec : C(p) =K. ; H,(p) =

permanent quelque soit 'inclinaison du conducteur a(t) - lim y(t)=0.
t—>o0

Dans ces conditions I'erreur en
régulation e yen régime

ap), [T

regulation

permanent doit étre nulle quelque Hi (p)
soit la perturbation a(t). Pour
calculer cette erreur en régulation ; (p) £(p) v(p)
il faut modifier dans un premier C(p) > Ha(p)
temps le schéma bloc du systéme.

L’erreur en régulation se calcule T
pour y_(t)=0.
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En appliquant le théoreme de superposition la sortie s’écrit :

_ C(p).Hz(p) . 1 Hz(p) __ 1 Hz(p) /
V= e P TR Trcp e P T TH ) T cppy ) P PO vl
1 Hz(p)

L’écart €(p) s’exprime alors : €(p) = y.(p) — wy(p) = afp) et l'erreur en

H, (p) 1+ C(p)H, (p)

1 H
régulation : e .. iation) = limp.ai(p). : P
; e Hy(p) 1+C(p)H, (p)
KZ

1 2z
—p +—2p+1
, O, —K, .04

Soit : e =
K, .(1+K K,)

=lima,. .
p—0 ° LIS K,
1 , 1 5, 2z,
—p -1 —5p +—=p+l
, o, o,

regulation)

L’erreur en régulation est non nulle. Ce résultat était prévisible puisqu’il n’y a pas d’intégration
en amont de la perturbation. Pour annuler cette erreur en régulation pour une perturbation
modélisée par un échelon, il faut modifier le correcteur C(p) en utilisant un correcteur intégral
(de classe 1) plutét qu’un correcteur proportionnel.

4 - CONCLUSION

Dans tous les cas de figure, on voit qu’il faut des intégrateurs dans la boucle pour annuler
I'erreur g(t). Si le systeme a commander n’en possede pas (ou pas assez), on peut les apporter
avec un correcteur. Cela semble donc facile d’obtenir un systeme bouclé précis. Cependant, il
ne faut pas perdre de vue qu’il faut aussi et surtout que le systeme bouclé soit stable. Or I'effet
d’un intégrateur sur la phase de la FTBO sera d’apporter — 90° quelle que soit la valeur de . On
peut se douter que perdre 90° aura forcément un effet négatif sur la marge de phase Mo (qui
pourra méme devenir négative) et donc perdre sur la stabilité.

La démonstration précédente permet de mettre le doigt sur un dilemme que
I"'automaticien a toujours a I'esprit : il faudra toujours trouver un compromis entre la
stabilité (ou plutot les marges de stabilité) et la précision.
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