Cours 04 - Modélisation des SLCI et Calcul Symbolique Lycée Fermat Toulouse - CPGE MPSI/PCSI

Modélisation des SLCI et Calcul Symbolique

EXEMPLES DE SYSTEMES AUTOMATIQUES DE LA SALLE DE TP
SIMULATEUR DE FORMULE 1, AXE LINEAIRE, CORDEUSE DE RAQUETTE ...

Afin de prévoir le comportement d'un systeme, on doit non seulement étre capable de
proposer une modélisation des entrées mais également un modele comportemental du
systeme, pour ce dernier, le modele retenu est le Systeme Linéaire Continu Invariant (SLCI).
L'objectif de ce cours est de présenter les hypothéses de modélisation du SLCI, les principaux
modeles comportementaux utilisés ainsi que les outils mathématiques utiles en automatique.

1 - HYPOTHESES DE IMIODELISATION DES SLCI

1.1. Le systeme

Le systéme est représenté par un schéma-bloc organique contenant le nom du systeme. Les
entrées (causes) sont situées a gauche et les sorties (effets) a droite. Il est caractérisé par une
fonction mathématique en entrée e(t) et en sortie s(t).

e(t) X s(t)
—_—p Systeme —>

1.2. Systéme linéaire
Un systeme est dit linéaire si la fonction qui décrit son comportement est elle-méme linéaire.
Cette derniere vérifie alors le principe de proportionnalité et de superposition.

e(t) . s(t) k.e(t) . k.s(t)

—p Systeme —» — Systeme BN Y
Proportionnalité

ey(t) . s1(t)

—> Systeme —>
ei(t) + ey(t) . si(t) + s(t)
—p Systeme >

e(t) . sy(t) Superposition

— Systeme —>

s(t)

Q) ! /_ Si le systéme est linéaire on obtient, en tracant la réponse s(t) _
:O\_ en fonction de e(t) (pour un instant donné ou en régime Pente =gam
permanent), la caractéristique du systeme égale a une droite de du systeme
- pente K (gain du systéme).
» €(t)
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() . .
masse, dimensions,

résistance,
impédance, ...

@ on appelle modele
de connaissance, un
modele qui provient
de la mise en oeuvre
d'équations issues des
lois fondamentales de
la physique.

On appelle modele de
comportement, un
modele qui
correspond a une loi
purement
mathématiques
construite par
identification a partir
de courbes obtenues
par I'expérimentation.
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Attention a ne pas confondre la caractéristique sortie fonction de I'entrée avec la courbe
sortie fonction du temps qui, elle, est trés souvent non-linéaire.

En réalité aucun systeme n’est parfaitement linéaire. La caractéristique entrée sortie
comporte toujours plus ou moins des non linéarités, notamment aux faibles amplitudes
(seuils) ou aux fortes amplitudes (saturation, courbure). Le systeme est dit non linéaire.

s(t) s(t) s(t) A s(t)
Smaxi
et) | emm e(t) e(t) e(t)
Courbure Seuil Saturation f Hystérésis

Exemple : saturation Exemple : frottement Exemple : butée Exemple : jeux

amplificateur mécanique meécaniques
‘rS(t)
Dans la pratique pour étudier les systemes, Approximation linéaire
on linéarise la caractéristique entrée-sortie | .7
au voisinage du point de fonctionnement . .
e .z . ~&<4— Point de fonctionnement
étudié en remplagant la portion de courbe studie
par une droite. Le systéme est dit alors | .. \
linéarisé. Zone d’approximation linéaire
e(t)

1.3. Systéme continu

Un systeme est continu, par opposition a un systéme discret, lorsque les variations des
grandeurs physiques sont définies a chaque instant (ils sont caractérisés par des fonctions
continues). On parle aussi dans ce cas de systéme analogique.

1.4. Systéme invariant
Un systéme est dit invariant si on suppose que les caractéristiques du systéme

pas au cours du temps ("le systéme ne vieillit pas").
A A

W he varient

Entrée e(t) Entrée e(t)

Sortie s(t) Sortie s(t)

\ Aad
\ Aad

t, t+tT
1.5. Conséquence
Un systéme linéaire continu invariant peut étre représenté par une équation différentielle a
coefficients constants.

2 - LES PRINCIPAUX MODELES COMPORTEMENTAUX (MoDELES DE CONNAISSANCE OU DE COMPORTEMENT )

Pour les systemes automatiques réels, on se raméne au cas des SLCI en faisant les hypotheses
simplificatrices présentées ci-dessus. La comparaison du modéle avec la réalité permettra de
valider ou non les hypothéses proposées. Pour étudier le comportement d'un SLCI, il est
nécessaire de déterminer I'équation reliant I'entrée e(t) (ou les entrées) et la sortie s(t). Un
modele de connaissance ou un modele de comportement permet d'aboutir généralement a
une telle équation.
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) Fonction
transmettre et
adapter de la chaine
d’énergie
“ Fonction distribuer
de la chaine d’énergie

) Fonction acquérir
de la chaine
d’information
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Il est tres utile de représenter un systeme complexe en schéma-bloc organique et de le
décomposer en sous-systemes élémentaires plus simples car cette stratégie permet
généralement de retrouver des modeéles de connaissance bien connus (et présentés ci-
dessous) pour chaque sous-systeme élémentaire.

2.1. Modéle de connaissance le plus simple

Une grande partie des systemes peut étre modélisée par une constante, c'est a dire une
relation de proportionnalité directe entre I'entrée et la sortie : s(t) = K.e(t). La constante de
proportionnalité est alors directement le gain du systéme.

On peut modéliser par un gain la majorité :

e des éléments de transmission de puissance ®. Exemples : réducteur a roue et vis sans vis,
a engrenages, systeme vis-écrou...,

e des préactionneurs @ Exemple : variateur, hacheur, ...,

o des capteurs ®. Exemples : potentiomeétre, génératrice tachymétrique...

Exemples de systémes pouvant étre modélisé par un gain

N o

Allongement Force i 3 i Angle Tension
EEMENY Ressort |25 L/'ltests,e Réducteur L/Lessr% i» Potentiometre |—»
entée e sortie

La relation reliant la force | La relation reliant la vitesse | La relation reliant Ia
exercée sur le ressort F a | de rotation de sortie ws a la | tension de sortie U a
I'allongement AX est | vitesse de rotation d’entrée | 'angle de réglage 6 en
donnée par la relation: | we est donnée par larelation : | entrée est donnée par la

W/ We=—2./Z; ou Z. et Z, sont
le nombre de dents des deux
éléments. Le gain K du
systeme est alors égal a Z./Z, .

relation : U = k,.0 ou k, est
le gain du potentiométre.

F=Kressort:-AX OU Kressort €5t la
raideur du ressort. Le gain K
du systéme est alors égal a

kressort-

2.2. Modele de connaissance des systemes du premier ordre
Un modele plus élaboré, couramment rencontré, est le modéle dit du premier ordre. La forme
générale de I'équation différentielle caractéristique d'un systéme du premier ordre est :

2950 L G —ke)
dt

ou : K est le gain statique du systeme.

T est la constante de temps.

Exemple : Moteur pas a pas se comportant comme un circuit RL
On s'intéresse a un circuit RL (résistance + bobine) couramment rencontré dans les circuits
électriques (filtres, moteur pas a pas, ...).

i(t)

L
# e(t) R

u(t)

Modéle
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di(t
Les équations électriques du circuit sont les suivantes : e(t)=L. dl( ) +u(t) (1)
u(t)=R.i(t) (2)
L du(t) . . . . e s ; .
Soit e(t)—E o +u(t) - On obtient bien une équation différentielle d'ordre 1.

L . .
La constante de temps vaut TZE (en secondes) et le gain statique vaut 1.

Modeéle de connaissance des systémes du second ordre
Un autre modéle trés couramment rencontré est le modéle dit du second ordre. La forme
générale de I'équation différentielle caractéristique d'un systeme du second ordre est :

o - 1 d?s(t) z dst) . K est le gain statique du systéme.
le coefficient > —+2—. +s(t)=K.e(t)|ou :
d’amortissement z est 0, dt ®, dt - , . 6)
; z est le coefficient d’amortissement ™.
toujours >0
7 |3 pulsation propre . .
non amortie du wy est I:a pul(s;?tlon propre non amortie
systéme w, est du systeme
toujours >0

Exemple : Systéme masse-ressort-amortisseur
On s'intéresse au mouvement d'une roue par rapport au chdssis par l'intermédiaire d'un
systéme amortisseur ressort. Ce systéeme peut étre modélisé par une masse reliée en série a
un ressort et un amortisseur montés en paralléle.

b3 X(t)
Réel : Systeme d’amortissement d’un Modeéle : Schéma de modélisation du
quad systeme masse-ressort-amortisseur

On note F(t) la force exercée sur la masse M et x(t) la position de cette masse par rapport a
I'équilibre. La masse M est soumise :

e al'action F(t)

e al'action du ressort : -k.x(t)

e al'action de I'amortisseur : —f. dz(t)
t
L’écriture du principe fondamental de la dynamique sur la masse M permet d’écrire :
2 2
.dd’igt) — 1. 2O+ ity soie: m 3K, d’;(t) +kx(t) =F()

—> L'équation obtenue est bien une équation différentielle d'ordre 2.

La pulsation propre non amortie vaut w, = v (radians/secondes), le coefficient

f 1
d’amortissement vaut z=——— (sans unité) et le gain statique vaut K== (m.N").
2.4k.M k
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A

® e principe de
causalité est un
concept physique
universel pour lequel
on suppose que la
sortie d'un systeme est
une conséquence
d'une entrée physique
(qui sera la cause). On
considére aussi que
nos systemes
physiques ne sont pas
« rigides » (siun
systeme est dit rigide
alors la réponse est
immédiate et
superposée a l'entrée).

3 - MoDELE COMPORTEMENTAL GENERAL DES SLCI ET DEMARCHE DE RESOLUTION DE
L’EQUATION DIFFERENTIELLE

Un SLCI est modélisé par un modéle comportemental représenté par une équation
différentielle d'ordre n reliant la sortie s(t) a I'entrée e(t). Elle est obtenue par la combinaison
des différentes équations différentielles issues des modeles de connaissance ou de
comportement des sous-systémes élémentaires constituant le schéma-bloc organique du
systeme global. Elle s'écrit sous la forme générale :

m
.M)+...+bo.e(t)

m m

e(tl Modele comportemental sous forme

d’équation différentielle

Ecart,
Mise en forme| £(1)| Amplii
du signal ou

Les systémes étudiés impliquent que n = m afin de respecter la condition de causalité® du
systeme (n est appelé I'ordre du systéeme).

Une fois cette équation obtenue, deux questions peuvent alors se poser :
e Comment prendre en compte la modification de modélisation d'un composant
(moteur par exemple) de maniere aisée ?
e Comment obtenir la réponse du systéeme pour une entrée quelconque afin d'analyser
les performances globales du systeme ?

On constate dans ces deux situations que |'écriture sous forme différentielle du SLCI n'est pas
adaptée pour une résolution a la main car la recherche de la solution de I'équation
différentielle reste difficile et trop complexe pour des équations d'ordre élevé ou lorsque la
consigne e(t) est de forme compliquée.

L'outil privilégié pour traiter un SLCI de maniére efficace, tant pour analyser le comportement,
que pour résoudre une équation d'ordre quelconque, est la transformation de Laplace qui
permet d'obtenir une relation algébrique entre la sortie et I'entrée.

L’intérét principal de cette méthode est de manipuler algébriquement des polynomes plutot
gu’une équation différentielle. Pour cela il faut :
e utiliser la transformée de Laplace pour passer du domaine temporel vers le domaine
de Laplace
e manipuler proprement des polyndmes pour mettre en forme la solution S(p)
e utiliser la transformée inverse de Laplace une fois la solution S(p) mise en forme, pour
rebasculer du domaine de Laplace vers le domaine temporel.

€ O8O Florestan MATHURIN

Méthode de résolution «classique » Méthode de résoluti?n en automatique
Equation s4(t) réponse Domaine temporel en t : Domaine de Laplace en p
différentielle qui caractérise 1
» sans 2™ —»| le régime Equation différentielle : Equation polynomiale
membre transitoire avec 2" membre avec +H>| enp - E(p), S(p) et
A4 e(t) et s(t) Fonction de Transfert
Equation différentielle Solution ] : ] ]
avec 2" membre avec 5(t) = sy(t) + ,(t) Transformée de Laplace | Mamlpul.atlons
s(t) et e(t) 1 algébriques
Transformée inverse :
s,(t) réponse J ! - Y
Equation | qui caractérise . ’Solutlon Sl(p)
particuliére le régime Solution s(t) 4—:— ’d?com posée en
permanent éléments simples
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4 - CALCUL SYMBOLIQUE - TRANSFORMEE DE LAPLACE ET TRANSFORMEE INVERSE

Ce chapitre n’a absolument pas pour ambition de présenter la théorie de la transformée de
Laplace avec toute la rigueur mathématique associée mais plutdt de présenter les propriétés
utiles de cette transformation pour son utilisation comme un outil de modélisation bien
adapté a I'automatique.

4.1. Définition de la transformée de Laplace
La transformée de Laplace de la fonction f(t), telle que f(t)=0 pour t<0 est :

L (f0) =Flp) = [ ()€™t

Cette transformation permet de passer du domaine temporel (variable en t) vers le domaine
symbolique de Laplace (variable en p).

ou p est une variable complexe.

e Dans la pratique, on ne calcule que les transformées de Laplace de fonctions causales,
c'est-a-dire telles que f(t) = 0 pour t < 0. Ces fonctions f représentent des grandeurs
physiques: intensité, température, effort, vitesse,...
e F(p) n'existe que si l'intégrale a un sens et converge. Dans les cas rencontrés en Sll, les
conditions d'existence et de convergence seront toujours réunies.
e Lavariable p peut aussi étre noté avec la lettre s (notation utilisée chez les anglophones).

On a I'habitude de noter la transformée de Laplace par une majuscule quand cela est possible
(e(t) = E(p), s(t) = S(p)), Cependant, pour ne pas alourdir les notations, on confond parfois
- les notations si la grandeur originelle est déja en majuscule (C(t) = C(p)).

Exemple : Transformée de Laplace de I'échelon unitaire u(t) = 1 pour t>0
A

u(t) Ulp) =L (u(t)) = IOOO u(t).e”.dt = IOOO ot dt

e ]” 1
Ulp) = {—T} ==
t o P

»
»

4.2. Tableau des transformées de Laplace usuelles

Dans la pratique on évite au maximum de calculer F(p) par la définition, on doit donc se servir
directement des résultats de transformées de Laplace pour les fonctions usuelles lors de la
résolution des problemes.

f(t) avec f(t)=0 pour t<0 F(p) f(t) avec f(t)=0 pour t<0 F(p)
3(t) . t.u(t) 1
impulsion de Dirac fonction rampe p’
1 n!
échelotr‘:(tj)nitaire o thu(t) nl
e™u(t) L t"e™.u(t) n—lm
p+a (p+a)
® p
sin(ot).u(t) 07 + cos(mt).u(t) 0’ + o’
at o © -at p—+a
e.sin(mt).u(t) (p+a)2 P e *.cos(mt).u(t) (p+a)z P

() DO Florestan MATHURIN
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Les transformées de Laplace de l'impulsion de Dirac, de I'échelon, de la rampe et de la
fonction exponentielle sont a connaitre par coeur car elles sont tres utilisées !!!

4.3. Propriétés essentielles
Conditions de Heaviside
On dit qu'une fonction du temps f(t) vérifie les conditions de Heaviside si elle vérifie :

f(0")=0,f'(07)=0,f"'(0%)=0,... C'est a dire si les conditions initiales sont nulles.

Unicité
e A une fonction f(t) correspond une fonction F(p) unique,
e 3 une fonction F(p) correspond une fonction f(t) unique.

) par Ia suite, cette
propriété est
constamment utilisée
de maniére naturelle.

Linéarité
Soit e‘f (x4(t)) = X1(p), e‘f (x2(t)) = Xa(p), A et B deux constantes, alors :
L (Axy(t) + Bxy(t) = A. L (x:(t) + B.L (x,(t)) = AXe(p) + B. Xap)

Transformée de la dérivée

d N
Pour la dérivée premiere : £ (af(t)j=p-|:(p)—f(0 )

d? d. .
Pour la dérivée seconde : £ [Ff(t)J:pz.F(p)—p.f(O+)—af(0 )

dn
dt"

f(t)jzp“-F(p)

En généralisant on a dans les conditions de Heaviside :f [

( ~ Dériver par rapport a t dans le domaine temporel revient a multiplier par p dans le domaine
| n
symbolique dans les conditions de Heaviside :

—xp"

n

2
Exemple : transformation de I’équation différentielle a, % +a, % +ayx(t)=0

2 £
dd)zgt) +ay % +agx(t)=0 = X(p)[a,p® +a,p+a,]=0 dans les conditions de

Heaviside.

2

Transformée de I'intégrale

F
A (J.f(t).dt)zﬂ pour des conditions initiales nulles.
p

r ) Intégrer dans le domaine temporel revient a diviser par p dans le domaine symbolique dans

1
les conditions de Heaviside : — X—
p

Exemple : Passage d'une vitesse a une position (intégrateur)

L
o(t)= J.Q(t) -dt - O(p) = % dans les conditions de Heaviside.
p
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4.4, Théoremes pratiques

Théoréme de la valeur initiale et de la valeur finale

Lorsqu'on veut obtenir des informations sur la fonction temporelle f(t) mais que I'on ne
souhaite pas déterminer la transformée inverse de F(p), on peut utiliser les deux théoréemes
suivants :

e le théoréme de la valeur initiale : lim f(t) = lim p.F(p)
t—0 p—>©

e le théoréme de la valeur finale : lim f(t) =lim p.F(p)
t—>o© p—>0

Y Le théoreme de la valeur finale est le plus utile des deux car il permet de déterminer le régime
/\)\ permanent sans faire le calcul complet (et pénible) de la transformée de Laplace inverse.

Théoréme du retard

A
ft) Soit une fonction f(t) de transformée de Laplace F(p).
g(t) peut étre déduite de f(t) en lui faisant subir un décalage
.+ temporel (ou retard) de valeur T.
A
g(t) Par conséquent G(p) peut étre calculée en exploitant ce décalage
temporel, c’est le théoréme du retard :
T ¢ G(p) = e™. F(p) ot e™ correspond a I'opérateur retard.
\ . Ve . - . ,
:,*”\/1 Tout signal peut s'écrire comme la somme de signaux élémentaires que I'on peut coupler avec
- > le théoreme du retard de fonctions. On est alors en mesure de modéliser tout type d'entrée.

Théoréme de 'amortissement :

L (e f(t))=F(p+a)

4.5. Décomposition en éléments simples et transformation inverse

La transformation de Laplace inverse consiste a rechercher la fonction temporelle f(t) qui
correspond a une fonction F(p) donnée. Dans les problémes d’automatique, F(p) se présente
sous la forme d’une fraction rationnelle en p qu’il faut décomposer en éléments simples pour
retrouver les fractions élémentaires du tableau présenté paragraphe 3.2. Cette manipulation
permet d’identifier la transformée inverse de chaque fraction élémentaire simplement par
« lecture » du tableau du paragraphe 3.2. La fonction f(t) correspond au final a une somme de
fonctions temporelles élémentaires.

p+2 .
se présente sous la forme +

Exemple : La fonction Flp)=———
P f P = 0 +5)(p+10) p+5 p+10

avec

8
A:_E et B:E lors de sa décomposition en éléments simples. On applique ensuite la

transformée inverse de Laplace pour obtenir f(t) :

B fi)=—e 48 o0,
5 5

Méthodes de décomposition en éléments simples des fonctions F(p) (voir annexe TD 04)
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10 oy e(t) correspond

toujours a I'entrée du
systeme et s(t) ala
sortie du systeme

0 on peut aussi

utiliser le terme
transmittance

\lv
/N
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5 - REPRESENTATION DES SLCI PAR FONCTION DE TRANSFERT

La transformation de I'équation différentielle du SLCI en équation polynomiale permet de
déterminer une fonction appelée fonction de transfert qui caractérise le comportement du
SLCI.

5.1. Notion de fonction de transfert

Si on applique la transformation de Laplace sur I’équation différentielle d’un systéme
d"s(t) d"e(t)

a,.——+...+3,.5(t)=b_.———+...+b,.e(t

" dt" o-S{t ™ g™ o-€lt)

nulles : (a,.p" +...+3,).S(p) = (b,,.p" +...+by).E(p) .

19" on obtient pour des conditions initiales

On appelle fonction de transfert H(p) du systeme @1 |a relation dans le domaine symbolique

telle que H(p) = =)  PmP” *--+Do
E(P)  a,p"+..+3,

e Lors de I'étude de SLCI, on se place toujours dans le cas de conditions initiales nulles
(conditions de Heaviside) car le niveau initial du systéme importe peu et que c’est plutét la
réaction a une excitation a partir d'un état stable que I'on souhaite étudier.

e On peut toujours se ramener a des conditions initiales nulles moyennant un changement
d'origine.

e La fonction de transfert caractérise le comportement intrinséque du systéeme et ne
dépend ni de I'entrée, ni de la sortie.

e Dans le domaine symbolique, la relation entre l'entrée et la sortie est linéaire:
S(p)=H(p).E(p)

Pour représenter le systeme décrit par la fonction de transfert H(p), on utilise des blocs.

e Un bloc peut représenter un composant ou bien un sous-systeme ou également un
systeme complexe.

e Le schéma-bloc organique doit étre modifié en schéma-bloc pour lequel les noms des
composants sont remplacés par la fonction de transfert correspondante et les variables
temporelles sont remplacées par les variables symboliques (E(p), S(p)...).

—

5.2. Définition de la fonction de transfert sous forme canonique
Les fonctions de transfert se présenteront toujours sous forme de fraction rationnelle, mise
sous la forme suivante que I'on appelle forme canonique :

e(t)
—>

s(t) E(p) S(p)
—> —>

Systéme H(p)

_S(p) _ K(1+byp+..+b,p")
Ep) p*.(1+a p+..+a, ,p" %)

H(p)

a : classe du systéme (représente le nombre d’intégration dans le systeme a 2 0)

n : ordre du systeme, identique a I'ordre de I'’équation différentielle

K : gain statique (permet de connaitre le comportement du systéme en régime
permanent). K posséde une unité (unité de la variable de sortie / unité de la variable
d’entrée).

avec
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5.3. Notion de pole et de zéro

On appelle poles toutes racines du dénominateur de la fonction de transfert. On appelle zéros
toutes racines du numérateur de la fonction de transfert.

Le comportement dynamique du systéme est entiérement défini par les poles et les zéros de

la fonction de transfert car ils permettent d’analyser le comportement du systéme sans
calculer la réponse temporelle (12),

(12) ’ q
on s en servira par

exemple au second
semestre pour

A Im s(t) Pole double
étudier la stabilité des INSTABLE
t
SIElL STABLE
s(t ~ .
(t) . STABLE Pole simple

Pbles
conjugués

s(t) s QUASI
¢ Q “ INSTABLE
\ U U
\
Poles \\Q 1% Péles Q
conjugués "\ I conjugués \
O ]

| 0 Péles I *< -
/ I conjuguésl ( )“
s(t INSTABLE
@ : @
I

|
I
I
I
® B

/.

Re

r N
() STABLE | X
Jg_, t \  STABLE Pole multiple
s(t) s(t) INSTABLE
INSTABLE
>t s(t)
A Péle simplg ¢
s(t) QUASI
[ INSTABLE
|
, < . . . R ,
3) oy trait du cours Allure de la réponse a I'impulsion de Dirac se!gl)'l la position des péles de la FTBF d’un
sur la stabilité (2™ systéeme'™,
semestre de MPSI ou
PCSI).
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